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Ïðè îáñóæäåíèè ïðîöåäóð àíàëèçà ñòàòèñòè÷åñêèõ

äàííûõ îáû÷íî ñîñðåäîòà÷èâàþò âíèìàíèå íà ðàñ-

÷åòíûõ ôîðìóëàõ — íå çíàÿ èõ, íåëüçÿ ïðîâåñòè ðàñ-

÷åòû. Îäíàêî íà÷èíàòü íàäî ñ âåðîÿòíîñòíî-ñòàòè-

ñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïîðîæäåíèÿ èçó÷àåìûõ äàííûõ.

Íàïðèìåð, â ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêå íàèáîëåå

ðàñïðîñòðàíåííàÿ ìîäåëü âûáîðêè — ýòî êîíå÷íàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðå-

äåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí1, ìîäåëèðóþùèõ ðå-

çóëüòàòû èçìåðåíèé (íàáëþäåíèé, èñïûòàíèé, îïû-

òîâ, àíàëèçîâ, îáñëåäîâàíèé). Åñëè îáùàÿ ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðîèçâîëü-

íà, òî îáðàùàåìñÿ ê ìåòîäàì íåïàðàìåòðè÷åñêîé ñòà-

òèñòèêè. Äëÿ êîððåêòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññóæ-

äåíèé îáû÷íî ïðèíèìàþò, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé íåïðåðûâíà, ñëåäîâà-

òåëüíî, âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ êàêèõ-ëèáî äâóõ ðå-

çóëüòàòîâ íàáëþäåíèé (ýëåìåíòîâ âûáîðêè) ðàâíà

íóëþ. Êàê èçâåñòíî, äëÿ ðåàëüíûõ äàííûõ ñîâïàäå-

íèÿ ðåçóëüòàòîâ âñòðå÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî. Ñëå-

äîâàòåëüíî, â òàêèõ ñëó÷àÿõ íàáëþäàþòñÿ îòêëîíå-

íèÿ îò íåïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè. Ìîäåëü àíàëèçà

ñîâïàäåíèé ïðè ðàñ÷åòå íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ðàíãî-

âûõ ñòàòèñòèê ïðåäñòàâëåíà2 â íàøåì æóðíàëå. Ñòà-

òèñòèêà èíòåðâàëüíûõ äàííûõ ñîçäàíà äëÿ îáðàáîò-

êè îêðóãëåííûõ äàííûõ è äàííûõ ñ ñîâïàäåíèÿìè.

Äî ñèõ ïîð ðàñïðîñòðàíåíû ðåëèêòîâûå ïðåä-

ñòàâëåíèÿ î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðåçóëü-

òàòîâ èçìåðåíèé îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç ïîïóëÿðíûõ

ñåìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé — íîðìàëüíûõ, ýêñïîíåíöè-

àëüíûõ, Âåéáóëëà – Ãíåäåíêî, ãàììà-ðàñïðåäåëåíèé

è äð. Äëÿ âûáîðîê èç òàêèõ ñåìåéñòâ â ïðîøëîì òû-

ñÿ÷åëåòèè ðàçðàáîòàíû è èçó÷åíû ìåòîäû îöåíèâà-

íèÿ ïàðàìåòðîâ è ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

Ýòà ñîâîêóïíîñòü ìåòîäîâ ïðî÷íî çàíÿëà ìåñòî â

ó÷åáíèêàõ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ñòàòèñòèêå.

Îòìåòèì óñòîé÷èâîñòü ïðåäðàññóäêîâ. Íàïðè-

ìåð, äî ñèõ ïîð ïðîïàãàíäèðóåòñÿ èñïîëüçîâàíèå

ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, õîòÿ îäíî-

øàãîâûå îöåíêè èìåþò ñòîëü æå õîðîøèå ñâîéñò-

âà, ÷òî è îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Îäíàêî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñèñòåìà óðàâíåíèé

ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ íå èìååò ÿâíîãî

ðåøåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè ðåêîìåíäóåò-

ñÿ íàõîäèòü èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè, ñõîäè-

ìîñòü êîòîðûõ íå èçó÷àþò, õîòÿ åñòü ïðèìåðû, â

êîòîðûõ îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè ïðîäåìîíñòðèðî-

âàíî. Ìåæäó òåì îäíîøàãîâûå îöåíêè âû÷èñëÿþò

ïî êîíå÷íûì ôîðìóëàì, áåç âñÿêèõ èòåðàöèé.

Îñîáåííî çàìåòíà ëþáîâü òåîðåòèêîâ ê ìíîãî-

ìåðíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèÿì. Èìåííî

äëÿ òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé íàéäåíû ÿâíûå ôîðìó-

ëû äëÿ ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê â ìíîãîìåðíîì

ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå, ïðåæäå âñåãî â ðåãðåññè-

îííîì. Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî óäàåòñÿ èñïîëüçîâàòü

õîðîøî ðàçâèòóþ â ëèíåéíîé àëãåáðå òåîðèþ

êâàäðàòè÷íûõ ôîðì.

Ðàñïðåäåëåíèÿ ïî÷òè âñåõ ðåàëüíûõ äàííûõ

íåíîðìàëüíû. Ýòî óòâåðæäåíèå õîðîøî îáîñíîâà-

íî ýêñïåðèìåíòàëüíî, ïóòåì àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ

èçìåðåíèé3. Òåîðåòè÷åñêèå àðãóìåíòû â ïîëüçó

íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òàêæå íå âûäåðæèâà-

þò êðèòèêè. Íàïðèìåð, ãîâîðÿò, ÷òî çàâèñèìîñòü

çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò ìíîãèõ ôàêòî-

ðîâ âëå÷åò íîðìàëüíîñòü. Èíîãäà äîáàâëÿþò, ÷òî

ôàêòîðû ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è ñðàâíèìûìè

ïî âåëè÷èíå. Îäíàêî íîðìàëüíîñòü ðàñïðåäåëå-

íèÿ ìîæíî îæèäàòü ëèøü â ñëó÷àå àääèòèâíîé ìî-

äåëè, êîãäà ôàêòîðû ñêëàäûâàþòñÿ (â ñèëó Öåí-

òðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû). Åñëè æå ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà ôîðìèðóåòñÿ ïóòåì ïåðåìíîæåíèÿ
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(ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ìîäåëü), òî åå ðàñïðåäåëåíèå

ÿâëÿåòñÿ (â àñèìïòîòèêå) ëîãàðèôìè÷åñêè íîð-

ìàëüíûì. Åñëè ñïðàâåäëèâà ìîäåëü «ñàìîãî ñëàáî-

ãî» çâåíà (èëè «ñàìîãî ñèëüíîãî»), ò.å. çíà÷åíèå

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíî êðàéíåìó ÷ëåíó âàðèà-

öèîííîãî ðÿäà çíà÷åíèé ôàêòîðîâ (ñîîòâåòñòâåííî

ìèíèìóìó èëè ìàêñèìóìó), òî èìååì â ïðåäåëå ðàñ-

ïðåäåëåíèå Âåéáóëëà – Ãíåäåíêî.

Ìîäåëü íà îñíîâå ñåìåéñòâà íîðìàëüíûõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé èëè ðàñïðåäåëåíèé èç èíîãî ïàðàìåò-

ðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ìîæíî ñðàâíèòü ñ ìîäåëüþ ïî-

èñêà ïîä ôîíàðåì ïîòåðÿííûõ â òåìíûõ êóñòàõ

êëþ÷åé. Î÷åâèäíî, ïîä ôîíàðåì èñêàòü ëåã÷å. Ìîæ-

íî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü àêòèâíîñòü. Îäíàêî íàäå-

ÿòüñÿ íà áëàãîïðèÿòíûé èñõîä ïîèñêîâ íåëüçÿ.

Èç ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ñëåäóåò íåîáõîäè-

ìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé

ðàñïðåäåëåíèé ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé. Îòìåòèì,

÷òî èíòåðâàëû èõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé, êàê ïðàâè-

ëî, îãðàíè÷åíû, ò.å. ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôèíèò-

íûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ìîìåíòû ðàññìàòðèâàå-

ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñóùåñòâóþò è èõ âûáîðî÷-

íûå àíàëîãè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â âû÷èñëåíèÿõ.

Ðàññìîòðèì ðîëü âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèõ

ìîäåëåé â ìíîãîìåðíîì ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå.

Èñïîëüçóþò ÷åòûðå îñíîâíûå êëàññà ðåãðåññèîí-

íûõ ìîäåëåé.

Íà÷íåì ñ ìîäåëåé ïåðâîãî òèïà — ìåòîäà íàè-

ìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ äåòåðìèíèðîâàííîé íåçàâè-

ñèìîé ïåðåìåííîé è ïàðàìåòðè÷åñêîé çàâèñèìî-

ñòüþ (ëèíåéíîé, êâàäðàòè÷åñêîé è ò.ï.). Ðàñïðåäå-

ëåíèå îòêëîíåíèé ïðîèçâîëüíî (ò.å. ìîäåëü ÿâëÿåò-

ñÿ íåïàðàìåòðè÷åñêîé), äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäåëüíûõ

ðàñïðåäåëåíèé îöåíîê ïàðàìåòðîâ è ðåãðåññèîííîé

çàâèñèìîñòè ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåíèå óñëîâèé

Öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû.

Âòîðîé òèï ìîäåëåé îñíîâàí íà âûáîðêå ñëó-

÷àéíûõ âåêòîðîâ. Çàâèñèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåò-

ðè÷åñêîé, ðàñïðåäåëåíèå äâóìåðíîãî âåêòîðà —

ïðîèçâîëüíûì. Îá îöåíêå äèñïåðñèè íåçàâèñèìîé

ïåðåìåííîé ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî â ìîäåëè íà îñ-

íîâå âûáîðêè ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, ðàâíî êàê è î

êîýôôèöèåíòå äåòåðìèíàöèè êàê êðèòåðèè êà÷åñò-

âà ìîäåëè4.

Òðåòèé òèï ìîäåëåé ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà,

îñíîâàííûé íà âûáîðêå ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, — íå-

ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ, â êîòîðîé êàê çàâèñè-

ìîñòü, òàê è îòêëîíåíèÿ îò íåå ÿâëÿþòñÿ íåïàðà-

ìåòðè÷åñêèìè. Çàâèñèìîñòü (êàê óñëîâíîå ñðåäíåå)

îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ îöåíîê

ïëîòíîñòè.

×åòâåðòûé òèï — ïðîìåæóòî÷íûé âàðèàíò —

ìîäåëü, â êîòîðîé òðåíä ëèíååí, à ïåðèîäè÷åñêàÿ è

ñëó÷àéíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ÿâëÿþòñÿ íåïàðàìåòðè÷å-

ñêèìè.

Â ìîäåëÿõ ÷åòâåðòîãî òèïà ìàëûå ïîãðåøíîñòè

èìåþòñÿ â çíà÷åíèÿõ êàê çàâèñèìîé, òàê è íåçàâè-

ñèìîé ïåðåìåííûõ. Â ïðîøëîì ýòîò ðàçäåë ïðè-

êëàäíîé ñòàòèñòèêè íàçûâàëñÿ êîíôëþýíòíûì àíà-

ëèçîì, ñåé÷àñ îí âõîäèò â ñòàòèñòèêó èíòåðâàëüíûõ

äàííûõ.

Ê ðåãðåññèîííîìó àíàëèçó ïðèìûêàþò çàäà÷è

ñãëàæèâàíèÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ è ñòàòèñòèêè ñëó-

÷àéíûõ ïðîöåññîâ, â êîòîðûõ îòêëîíåíèÿ îò ôóíê-

öèè âðåìåíè çàâèñèìû.

Àíàëèç ìíîãîîáðàçèÿ ìîäåëåé ðåãðåññèîííîãî

àíàëèçà ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî íå ñóùåñòâóåò åäè-

íîé «ñòàíäàðòíîé ìîäåëè»5. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè

ðåøåíèè çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè íåîá-

õîäèìî íà÷èíàòü ñ âûáîðà è îáîñíîâàíèÿ âåðîÿò-

íîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè.

Íåîáõîäèìî èñõîäèòü èç òåîðèè èçìåðåíèé, ñî-

ãëàñíî êîòîðîé ïåðâûé øàã ïðè àíàëèçå äàííûõ —

âûÿâëåíèå øêàë, â êîòîðûõ îíè èçìåðåíû. Èçâåñò-

íî, ÷òî äëÿ äàííûõ, èçìåðåííûõ â ïîðÿäêîâîé øêà-

ëå, â êà÷åñòâå ñðåäíèõ âåëè÷èí ìîæíî èñïîëüçîâàòü

òîëüêî ÷ëåíû âàðèàöèîííîãî ðÿäà, ïðåæäå âñåãî

ìåäèàíó, à ïðèìåíåíèå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî

èëè ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî íåäîïóñòèìî. Êàê

ñëåäñòâèå, ïîñêîëüêó ðàíãè èëè áàëëû, êàê ïðàâè-

ëî, èçìåðåíû â ïîðÿäêîâîé øêàëå, ñêëàäûâàòü èõ

íåëüçÿ. Â ÷àñòíîñòè, íåëüçÿ îöåíèâàòü óñïåâàå-

ìîñòü ó÷àùèõñÿ ïî ñðåäíåìó áàëëó ýêçàìåíàöèîí-

íûõ îöåíîê.

Ñòàòèñòè÷åñêèå âûâîäû äîëæíû áûòü èíâàðè-

àíòíû îòíîñèòåëüíî äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé

øêàë èçìåðåíèÿ äàííûõ. Çíà÷èò, ñëåäóåò âûÿñ-

íèòü, êàêèìè àëãîðèòìàìè àíàëèçà äàííûõ èç ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ â

äàííîé øêàëå. Îáðàòíàÿ çàäà÷à — äëÿ îïðåäåëåí-

íîãî àëãîðèòìà àíàëèçà äàííûõ âûÿñíèòü, â êàêîé

øêàëå ìîæíî èì ïîëüçîâàòüñÿ. Êîýôôèöèåíò ëè-

íåéíîé ïàðíîé êîððåëÿöèè Ïèðñîíà ñîîòâåòñòâóåò

øêàëå èíòåðâàëîâ, à íåïàðàìåòðè÷åñêèå ðàíãîâûå

êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè Ñïèðìåíà è Êåíäàëëà

ïîçâîëÿþò èçó÷àòü âçàèìîñâÿçè ïîðÿäêîâûõ ïåðå-

ìåííûõ.

Ñ ïîçèöèé òåîðèè èçìåðåíèé îáñóäèì ìåòîä

àíàëèçà èåðàðõèé. Èñõîäíûå äàííûå — ðåçóëüòàòû

ïàðíûõ ñðàâíåíèé, èçìåðåííûå â ïîðÿäêîâûõ øêà-

ëàõ. Ðåçóëüòàòû æå ðàñ÷åòîâ âûðàæåíû â øêàëå

èíòåðâàëîâ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè èçìåðåíèé òà-

êîå íåäîïóñòèìî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòîäîì àíàëèçà

èåðàðõèé ïîëüçîâàòüñÿ íå ñëåäóåò. Ðåêîìåíäóåì

ïðèìåíÿòü àäåêâàòíûå ìåòîäû àíàëèçà ýêñïåðòíûõ

îöåíîê, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäû ñðåäíèõ àðèôìåòè÷å-

ñêèõ ðàíãîâ, ìåäèàí ðàíãîâ, ñîãëàñîâàíèÿ êëàñòå-

ðèçîâàííûõ ðàíæèðîâîê6.
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